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1 题目大意

在二维坐标系中给出一个 N 个点的简单直角多边形（不自交，无空洞，每条边都平行于坐

标轴），和M 组询问，每个询问由两个多边形内的点 (XS , TS), (XT , YT )组成，计算 S点和 T 点

间的最短距离：仅可以沿水平方向或竖直方向运动，且不能走出多边形。

有 5%的数据，N = 4；

有 20%的数据，N ≤ 300，M ≤ 50；

有 10%的数据，N ≤ 5× 103，M ≤ 105；

有 25%的数据，N ≤ 105，M ≤ 300；

对于 100%的数据，N ≤ 105，M ≤ 105，坐标均是不超过 108 的非负整数。

2 基础知识

这篇题解假定大家对计算几何有基本的了解，知道离散化和扫描线算法，会至少一种平衡

树，了解树上的倍增算法。请不了解的同学自行学习。

3 算法分析

这道题有着比较浓的计算几何背景，同时多组询问的形式提示我们要使用高效的数据结构

进行维护。

对于这类题目我们的常用方法是：先考虑处理一组询问，再考虑加速处理过程。

4 5%的算法

注意到有 5%的数据 N = 4，由题意知多边形只可能是一个矩形。

所以 S 和 T 之间的最短距离就是它们的曼哈顿距离，即 |XS −XT |+ |YS − YT |。
对于每组询问直接输出即可。时间复杂度 O(M)，期望得分 5分。

5 25%的算法

有 20%的数据 N ≤ 300,M ≤ 50，因为规模较小，我们可以借助一些图论的知识来求最短

路。

一个比较直接的想法是，把多边形内所有的整点作为点，相邻的整点间连边，然后通过广

度优先搜索求解最短路。但坐标范围很大，导致点的数目很多，故需要优化。

对于计算几何，减少冗余点的有效方法之一就是：离散化。
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如上图，我们把每一条横向边所在直线、纵向边所在直线以及每个询问点所在的横纵直线，

都画出来，这样横纵各有 O(N +M)条直线。容易知道只有这些直线的交点是有用的。

以这些直线的交点为点，每个点向上下左右最近的点连边，这样就变成了一个最短路问题。

若用 Dijkstra实现最短路则时间复杂度为 O(M(N +M)2 log (N +M))，结合之前的算法可

以得到 25分。

6 35%的算法

有 10%的数据 N ≤ 5 × 103，而询问则非常多，对于每组询问单独求最短路复杂度已经无

法承受了。

计算几何中常用的思考方法之一：分离横纵坐标。在问题中X 坐标和 Y 坐标是耦合的，我

们可以尝试解耦合，将最短距离分成独立的两个方向。

根据之前用过的曼哈顿距离可猜想：两点间最短距离 =连接两点任意路径 X 方向上的最短

距离 +连接两点任意路径 Y 方向上的最短距离。

可以证明这个猜想是正确的。我们先来考虑算法。

于是我们可以分开考虑 X 和 Y 坐标。以 X 坐标为例，我们用之前提到的离散化把多边形

剖成若干个矩形，再把左右边界横坐标相同且位置相邻的矩形合并，如下图：

我们发现，不同的矩形间构成了一棵树！现在我们来考虑之前提到的猜想，若最短路径在

X 方向上走的不是最短，即在我们的这棵树上不是最短路径，这说明我们在一个矩形内并没有

走最短路径，而在矩形中是有最短路径的，所以这条路径不可能最优，反过来说明了我们的猜

想正确。

设矩形个数为 T，于是我们的问题转化成了两个：求出一个点所在的矩形；求树上两个点

之间的最短距离。

6.1 点的定位

对于第一个问题，由于我们的矩形都是不相交的，且X 方向上相交的矩形，它们在X 轴上

的投影是相同的！所以可以先对所有矩形排序，然后通过两次二分得到一个点所在的矩形。预

处理时间复杂度 O(T logT )，每次点定位复杂度 O(logT )。

6.2 距离查询

对于第二个问题，我们可以改造经典的倍增算法：令 dis[j][i][L/R][L/R]表示从树上 i号矩

形的左边界或右边界，向父亲方向走 2j 步，走到对应矩形的左边界或右边界，的最短距离。这

个可以按 j划分阶段，用一个简单的动态规划算出。预处理时间复杂度 O(T logT )，每次询问复
杂度 O(logT )。
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所以时间复杂度就是 O(T logT + M logT )，注意 X 方向和 Y 方向要分别计算。而 T =

O(N2)，见下图：

结合之前的算法，期望得分 35到 45分。

7 60%的算法

有 25%的数据 N 非常大，而M 比较小。之前提到的建图方式已经不再适用，我们要寻求

一个矩形数目 O(N)的建图方式。

注意到上面说明 T = O(N2)的图中，在某一行上有一些连续的小矩形，而实际处理时我们

是可以把它们合并后再考虑的，如下图：

此时，矩形数目是 O(N)的，而且所有矩形仍然构成一棵树。此时我们的问题是：对一个

多边形寻找一个 O(N)的矩形的剖分。

我们需要计算几何中另外一个常用算法：扫描线。

以上图为例，我们取每一条竖直的直线为扫描线，从左到右扫描，维护以当前扫描线为右

边界的所有矩形。

那么考虑下一条扫描线对这些矩形的影响。下一条扫描线上有若干不相交的线段，这些线

段可能造成的影响有 4种：

• “新建”一个矩形；

• “终止”一个矩形；

• “分割”一个矩形；

• “合并”一些矩形。

注意到这些情况非常复杂且不好处理，我们需要寻求更有统一性的算法。

而我们维护的，是当前扫描线上的若干矩形，它们在 Y 轴上的投影是一些离散的线段，而

我们插入的下一条扫描线，其在 Y 轴上的投影也是一些离散的线段。通过一些计算我们发现，
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插入扫描线的过程其实是一个异或操作！即：原来的线段和新的线段重叠的部分会“消失”，原

来的线段的其他部分会“延续”，新的线段的其他部分则相当于“新建”。这样的话，我们就只

需要取出与新扫描线相交的若干线段，取异或后放回，就完成了我们的维护过程。

异或的实现方法就比较简单了，我们只需要将参与异或的线段的端点取出后排序，设排序

后的点是 P0, P1, · · · , P2k−1，那么产生的线段就是 P2iP2i+1，其中 0 ≤ i < k。

剩下的问题是，如何高效地维护扫描线上的若干线段。这个可以使用平衡树实现。使用 C++
的选手可以使用 STL的 set简化代码。

由上面的分析容易知道，矩形的个数是 O(N)的，整个矩形剖分的过程是 O(N logN)的，

由于询问较少，我们可以通过枚举找到询问点所处的矩形，然后暴力计算答案。

时间复杂度 O(N logN +MN)。结合之前的算法可以得到 60到 80分。

8 100%的算法

在上一个算法中，我们的瓶颈在于点定位。其实我们可以在进行矩形剖分时顺便找出每个

询问点所处的矩形。

先把所有点按X 坐标的顺序排序，那么在我们的扫描过程中，当某次扫描线X = X0的X0

第一次不小于我们查询点的X 坐标时，我们可以在平衡树中查询 Y 坐标所属的线段，以确定点

所在的矩形。在回答询问时结合之前提到的倍增算法就能得到高效的算法了。

时间复杂度 O((N +M) logN)，期望得分 100分。
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