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1 Winter Camp 2013 平平平面面面图图图

关关关键键键词词词

平面图与对偶图 点定位数据结构 繍繓織 倍增祖先 计算几何

1.1 题题题目目目大大大意意意

给定一张n个点m条边的连通的平面图。边上有权值。

要求回答q组询问，每组询问给定两个点，要求：以一任意曲线连接这两个点，曲线不得

经过平面图的无穷域，且曲线穿过的边的权值的最大值尽可能小。 要求回答这个值最小为多

少。

数据规模见下表，时间限制縵秒。

编号 繮、繭、繱范围 繸、繹范围 其他特征

縱 n 總 縱縰, m 總 縱縳, q 總 縲縰
縰 ≤ x ≤ 縱縬 縰 ≤ y ≤ 縲縰縰縰

所有直线段长度均为縱

縲 n 總 縲縰縱縲, m 總 縳縰縱縶, q ≤ 縱縰縰縰

縳 n,m ≤ 縵縰 q ≤ 縲縰縰

縰 ≤ x, y ≤ 縱縰縰縰縴
n,m, q ≤ 縱縰5

縵

縶
n,m, q ≤ 縲縰縰縰

縰 ≤ x, y ≤ 縱縰7

每个有界区域都是凸

多边形， 且每条直线

段权值均等于縱

縷 每条直线段权值均等

于縱

縸

n,m, q ≤ 縱縰5 无縹

縱縰

对所有数据，都有縵 ≤ n,m, q ≤ 縱縰5；所有直线段权值不会超过縱縰9； 所有询问坐标都是

不超过縱縰7的实数，且保证为縰.縵的整数倍； 所有顶点坐标都是整数。

1.2 思思思路路路分分分析析析

我们不妨考虑一个简化版的问题。

给定一张无向连通图，边上有权。 反复询问： 给定两个顶点，要求找到一条连接这两个

顶点的路径，使得路径上最大的边权尽量小，求这个值。

经过观察可以发现，所选择的最优路径必然是该图最小生成树中连接这两点的路径。

证明： 如果存在一条路径的最大边权比这条路径还要小，那么这两条路径必然组成了一

个环，我们将环上最大的边（这必然 属于最优路径，在繍繓織上）替换成这条路径的最大的边

（不在繍繓織上，因为繍繓織显然无环），必然能得到一个更优的繍繓織，与 最小生成树的最小

性矛盾。

因此，我们只需求出该无向图的繍繓織，问题即可转化为：

给定一棵边上带权的树，反复询问某两顶点的路径中最大的边权。
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这显然可以倍增祖先并记录最大值即可。 因此，这个问题可以在O縨n 繬繯繧 n縩 − O縨繬繯繧 n縩内

解决。

解决了上述问题，题目任务就很明确了。

我们可以发现，该平面图的对偶图就是上述问题中的图。 而为了将两个给定的点映射到

对偶图中的顶点，我们需要建立平面上的点与对偶图的顶点的对应关系，也就是查询一个点

属于平面图的哪个域。

我们实际要解决的，是以下两个问题：

• 给定一张平面图，求出它的对偶图。（转对偶）
• 给定一张平面图，支持查询平面上某点属于平面图的哪个区域。（点定位）

1.3 针针针对对对性性性算算算法法法讨讨讨论论论

下面给出针对各个数据点的特殊性质而可以设计的算法。

数数数据据据点点点1～～～2

数据点縱、縲的规模很特殊，繮和繭都是给定的，顶点的横坐标要么是縰要么是縱。

简单计算一下就可以发现，这两个数据给定的图必然是一竖列縱縪縱的方块，显然可以很方

便的求出某个点属于哪个方块，而该图的对偶图就是一条链， 连接给定两个点的最优方案，

也就是对偶图上这两点对应的顶点间的路径。最优权值就是其所经过的横边的权值的最大

值。

于是我们发现，这实际是一个序列问题： 给定一个序列，查询其一个子序列的最大值。

因为规模只有縲縰縰縰，完全可以暴力。 也可以选择繓織表等数据结构。

期望得分： 縲縰分

数数数据据据点点点1～～～5

前縵个数据点都有一个共性：所有直线段的长度均等于縱，且坐标规模不大。 这个性质可

以怎么利用呢？

因为所有的顶点都在整点上，可以发现，『所有直线段长度均等于縱』等价于『所有的直

线段都平行于繸轴或繹轴，且平面图的边上的每个整点都是顶点』

因此可以发现，这张图实际是一张满网格图删掉若干顶点以及与它们相连的边而形成

的繜类网格图縢，它的基本组成单位依然是縱縪縱的小方块。

因为坐标规模不大（x ≤ 縱縰縰縰, y ≤ 縲縰縰縰），我们可以直接开一个縱縰縰縰 ∗ 縲縰縰縰的数组表示
所有的网格，并记录每个格子的四条边是否存在。 然后对这个数组进行繆繬繯繯繤繆繩繬繬即可标记出

每个单位方格属于哪个区域，这样就求出了对偶图，而且因为可以直接找到平面上一点对应

的小方块， 于是可以直接得到一个点属于哪个域，于是解决了点定位问题。

期望得分： 縵縰分

数数数据据据点点点6

这个数据点中，n,m, q规模都不大，可以使用每次回答O縨N縩之类的暴力算法。 这个数据

点保证了平面图所有的封闭区域都是凸的，且边权都是縱縮
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因此，实际我们需要判定的仅仅是：这两个点是否属于无限域、这两个点是否属于同一

个区域中。

因为所有的封闭区域都是凸的，两点属于同一区域的充要条件是两点连线与平面图中的

线段均无交点。

而因为整个平面图也是凸的，我们可以对一个点随机往外引若干射线，如果这些射线均

不与平面图的边相交，则可以认为该点属于平面图的无限域 （因为平面图是凸的，所以无

限域中一点随机引射线与平面图相交几率不会大于1
2，引多条射线即可得到可以接受的准确

率， 而平面图内的点无论怎么引射线都必然和平面图相交）。

期望得分： 结合前面的算法縶縰分

数数数据据据点点点6～～～7

这两个数据点中，n,m, q规模都不大，可以使用每次回答O縨N縩之类的暴力算法，且保证

了平面图所有边权都是縱縮

因此，实际我们需要判定的仅仅是：这两个点是否属于无限域、这两个点是否属于同一

个区域中。 但这次平面图不再是凸的，上一个算法无法使用。

因此，我们需要使用平面图求域的通用算法（见后文）求出平面图所有的区域，然后暴

力枚举所有域，用射线法判定该点是否属于这个域即可。

期望得分： 结合前面的算法縷縰分

1.4 通通通用用用算算算法法法讨讨讨论论论

平平平面面面图图图转转转对对对偶偶偶图图图

这个问题可以使用繜最左转边縢算法。 先把无向边拆成两条有向边，然后把每个顶点引出

的有向边按极角排序。

我们枚举所有还没有被选中的有向边，选择其指向结点引的边中，相对于当前边繜最左

转縢的那一条边作为下一条边。 反复进行，直至回到了第一条边，我们就找到了平面图的一

个区域。

实际上，繜最左转边縢就是在该顶点的极角序中，当前边的反向边的下一条边。

那么怎么判定无限区域呢？ 一个比较简单的方法是，求出每个区域后，算出每个区域的

面积，面积最大的区域就是无限域。

利用繃縫縫 繓織繌库可以极大方便实现，不到縵縰行就能写出这个算法，实现很简便。

点点点定定定位位位数数数据据据结结结构构构

点定位问题是经典问题，传统解决方法是梯形剖分算法。当然这个算法极为复杂，考场

上几乎不可能在给定时间内正确的实现出来。

实际上我们有更简单的算法： 离线处理縫扫描线维护。

我们把所有顶点的繸坐标作为关键点排序，把平面图切成一条一条的，用平衡树维护当前

的一条的区间情况。 我们找到所有指向繸轴正方向的有向线段，并记录其下方是什么区域。

因为线段不会在端点以外的地方相交，因此各个线段之间的相对高低关系一旦确立，就始终

保持不变。 我们只需在关键点处先删除以该关键点为终点的有向线段，再插入以该关键点为

起点的有向线段即可。
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实际实现时，有个巧妙的办法。 当删除线段时，以上个繸区间的中点处各个线段的繹坐标

为关键字进行判定删除； 当插入线段时，以当前繸区间的中点处各个线段的繹坐标为关键字进

行插入。 因为线段只在端点相交，在一个区间的中点处，所有线段的繹坐标 两两不同，是个

非常有用的性质，可以有效避免平衡树中的特判。

当然，如果不愿意写离线，也可以写在线算法： 使用可持久化繴繲繥繡繰作为平衡树维护即

可，反正从无旋转繴繲繥繡繰到可持久化繴繲繥繡繰只要加几句话就行了。 但注意可持久化数据结构非

常耗内存，注意内存使用。 我这道题使用可持久化繴繲繥繡繰时花了縴縶縹繍繂内存，险些就爆内存

限制了。 在必要时可以使用引用计数縫垃圾回收减少内存消耗。

利用繃縫縫 繓織繌库可以有效方便实现，关键代码仅有縶縰行左右。

最最最小小小生生生成成成树树树、、、树树树上上上路路路径径径最最最大大大值值值

这些问题都比较基础，最小生成树可以使用繫繲繵繳繫繡繬或繰繲繩繭算法，树上路径最大值只需在

倍增祖先算繌繃繁的时候顺带记下最大值就可以了。 也可以繴繡繲繪繡繮算法离线O縨n縫Q縩直接求出

树上路径最大值。

2 Winter Camp 2013 糖糖糖果果果公公公园园园

关关关键键键词词词

数据结构 分块

2.1 题题题目目目大大大意意意

给定一棵n个点的无根树，经过一个点i会得到一颗类型为Ci糖果，总共有m种糖果，

第i种糖果有一个美味度Vi。

还有一个长度为n的序列W，表示新奇指数。第k次吃第i种糖果会增加Wk ∗Vi的愉悦值。

要求支持縲种操作：

• 给定两个顶点a縬b，查询从顶点a沿简单路径走到b后能收获多少愉悦值。

• 修改某个点i分发的糖果类型Ci。

数据规模见下表，时间限制縱縰秒。

编号 繮 繭 繱 其他限制

縱 ≤ 縲縰 ≤ 縲縰 ≤ 縲縰

无縲 ≤ 縲縰縰縰 ≤ 縲縰縰縰 ≤ 縲縰縰縰

縳 ≤ 縱縰縰縰縰 ≤ 縱縰縰縰縰 ≤ 縱縰縰縰縰

縴 ≤ 縸縰縰縰縰 ≤ 縱縰縰 ≤ 縸縰縰縰縰
没有修改操作，给出的图构成一条链

縵 ≤ 縹縰縰縰縰 ≤ 縱縰縰 ≤ 縹縰縰縰縰

縶 ≤ 縸縰縰縰縰 ≤ 縸縰縰縰縰 ≤ 縸縰縰縰縰
没有修改操作

縷 ≤ 縹縰縰縰縰 ≤ 縹縰縰縰縰 ≤ 縹縰縰縰縰

縸 ≤ 縸縰縰縰縰 ≤ 縸縰縰縰縰 ≤ 縸縰縰縰縰
给出的图构成一条链

縹 ≤ 縹縰縰縰縰 ≤ 縹縰縰縰縰 ≤ 縹縰縰縰縰

縱縰 ≤ 縱縰縰縰縰縰 ≤ 縱縰縰縰縰縰 ≤ 縱縰縰縰縰縰 无
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2.2 思思思路路路分分分析析析

此题看起来十分复杂，要维护的东西也很棘手。

一般来说，数据结构题有四种比较通用的方法： 树形数据结构，分块数据结构，区间分

块预处理，转移询问区间。

不难发现，本题要维护的东西不具有任何快速合并性质，因此难以用树形数据结构来维

护；

而且，答案也不具有任何快速合并性质，因此，一般的分块数据结构也难以胜任。

于是，剩下可能的可行方法就只有区间分块预处理和转移询问区间了。

2.3 针针针对对对性性性算算算法法法讨讨讨论论论

下面给出针对各个数据点的特殊性质而可以设计的算法。

数数数据据据点点点1～～～3

数据点縱～縳的规模都很小，完全可以直接暴力处理。

期望得分： 縳縰分

数数数据据据点点点4～～～5

数据点縴～縵中，n和q的规模很大，但m的规模很小，而且数据保证是一条链，且没有修

改。

因此我们不妨对每个颜色维护其出现的位置，并用树状数组维护部分和，统计时计算每

种颜色对答案的贡献即可。 时间复杂度O縨m 繬繯繧 n縩每次查询，O縨繬繯繧 n縩每次修改，完全可以

接受。

期望得分： 结合前面算法縵縰分

数数数据据据点点点6～～～7

数据点縴～縵中，n、m、q的规模都很大，但数据保证没有修改操作。

如果数据还保证了这是一条链，那么一个经典的做法就是转移询问区间： 将序列等分

成O縨N0.5縩块，枚举起始块， 回答所有左端点在起始块，右端点在起始块右侧的询问。 这

可以通过将所有左端点在起始块中的询问按右端点排序， 然后右端点从小到大移动，同时

更新当前维护区间的答案，并把维护区间左端点移动到询问区间左端点。 每个询问会 移

动左端点不超过O縨N0.5縩的距离（因为左端点始终在一个O縨N0.5縩大小的块里），而每次枚举

起始块右端点 会移动总计O縨N縩的距离，总共有O縨N0.5縩个起始块要枚举，因此总时间复杂

度O縨縨N 縫Q縩 ∗N0.5縩。

在树上的情况做法是相似的。 我们可以通过一个简单的繤繰把树分解成O縨N0.5縩个大小

为O縨N0.5縩级别，且块内最远点距离 也是O縨N0.5縩级别的块（对每个结点递归处理子树，然

后把子树未划分结点每凑满了N0.5个就分成一块即可）。 然后我们 枚举每个起始块，回

答所有询问的一个端点在起始块中的询问。 我们按照树的繤繦繳序来对右端点排序，按繤繦繳序

枚举右端点，并移动维护区间 左端点到询问左端点即可。 时间复杂度证明同上，也

是O縨縨N 縫Q縩 ∗N0.5縩的。

縶



期望得分： 结合前面算法縷縰分

数数数据据据点点点8～～～9

数据点縸～縹中，n、m、q的规模都很大，但数据保证是一条链。

此时转移询问区间已经不可行，因为上述方法无法处理修改。但我们还有另一种方

法，区间分块预处理。 我们把整个序列分成O縨N
1
3 縩 块，并预处理所有连续的块区间（共

有O縨N
2
3 縩个）的答案，并记录下每种糖果出现了几次。

询问时，只需找到询问区间包含的最大的已经被预处理过的区间，此时在区间外的元素

不超过O縨N
1
3 縩个，直接暴力更新答案即可； 修改时，因为预处理的块区间只有O縨N

2
3 縩个，对

包含了修改元素的这些块区间直接更新记录即可。

时间复杂度O縨縨N 縫Q縩 ∗N
2
3 縩，空间复杂度O縨N

5
3 縩，需要一些常数优化方可通过。

期望得分： 结合前面算法縹縰分

2.4 通通通用用用算算算法法法讨讨讨论论论

算算算法法法一一一

首先说明一个性质。 在一棵树上随机选择O縨N
1
3 縩个点，那么树上任意一点距离最近的被

选择的点的期望是O縨N
2
3 縩级别的。 有兴趣的读者可以自行证明。

利用这个性质，一个想法产生了： 随机在树上标记O縨N
1
3 縩个点，记录下这些点两两之间

的路径（共有O縨N
2
3 縩条）的答案， 并记录下每个颜色出现了多少次。 查询时，找到查询的

端点距离最近的被标记的点，并把端点转移过去，期望的转移距离是O縨N
2
3 縩，因此 时间复杂

度也是O縨N
2
3 縩； 而修改时，找到包含被修改点的路径（最多O縨N

2
3 縩条），直接更新答案即

可。

时间复杂度期望O縨縨N 縫Q縩 ∗N
2
3 縩，尽管理论上不错，但实际常数较大，难以跑进时限；

空间复杂度O縨N
5
3 縩，常数也较大，难以卡进内存。

期望得分： 縳縰～縱縰縰分 （我写的这个算法虽经反复优化，依然只能得到縳縰分，不知道诸

位神犇有没有更好的写法）

算算算法法法二二二

我们考虑将针对测试点縶～縷和针对数据点縸～縹的算法结合起来。转移询问区间的方法难

以处理修改，原因是我们为了按照我们的顺序处理右端点， 不得不改变了右端点的序，从而

使得修改无法应用。 因此我们考虑不再按照繤繦繳序处理右端点，而也像左端点一样，做块内

移动。

于是，一个想法产生了，我们枚举起始块和终止块，并按时间顺序处理：修改时，如果

修改的点在当前路径上，就更新记录； 询问时，把当前路径的左右端点 分别转移到询问的

两个端点。 这样的话，不妨假设块的大小是繓，那么枚举的复杂度就是O縨Q∗N2

S2 縩，询问的总

复杂度是O縨QS縩。 为了使总复杂度最低，S应当取O縨N
2
3 縩。 因此，我们将树按照针对数据

点縶～縷的方法分成O縨N
1
3 縩块，然后枚举起始块 和终止块，然后按时间顺序处理即可。

时间复杂度O縨縨N 縫Q縩 ∗N
2
3 縩，与算法一相同，但常数较小，经过适当的常数优化，便可

以在时限内通过。

期望得分： 縹縰～縱縰縰分
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3 Winter Camp 2013 小小小Q运运运动动动季季季

关关关键键键词词词

中国剩余定理 高斯消元 乘法逆元

3.1 题题题目目目大大大意意意

给定一线性同余方程组，求一组解使得尽可能多的方程得到满足。

提交答案题，根据你的解的优劣评分。

3.2 算算算法法法讨讨讨论论论

数数数据据据点点点1

本数据点只有一个变量，有縵縰縰縰个式子，同余方程模数相等，且不大。

算法显然，暴力枚举这个变量的值即可。

期望得分： 縱縰分

数数数据据据点点点2

本数据点只有一个变量，有縵縰个式子，同余方程模数不同，且两两互质，质因子很小。

首先判定一个式子是否可能可行，如果不可行直接排除。 剩余的式子中，因为模数两两

互质，且质因子很小，可以直接暴力中国剩余定理縫高精度。

期望得分： 縱縰分

数数数据据据点点点3

本数据点有縳縰縰个变量，縳縰縰个式子，同余方程模数相同且为质数。

经过高斯消元试验，可以发现存在一组解满足所有的方程。

期望得分： 縱縰分

数数数据据据点点点4

本数据点有縲縰个变量，縸縴縵个式子，同余方程模数相同且为质数，其中前縸縰縰个式子由縴縰个

不同的式子组成，每个式子重复縲縰遍。 而縴縰个不同的式子分成縲縰组，每组縲个式子系数均相

同，仅余数不同。 从每组中任取一个式子，得到的縲縰个式子能组成下三角矩阵。最后縴縵个式

子杂乱无章。

可以发现，我们应该让那些重复縲縰组的式子尽可能满足。 我们枚举每组选择哪个式

子縲20，求出它的解， 然后带入最后縴縵个式子看有多少额外的式子满足，取最多的即可。

期望得分： 縱縰分

数数数据据据点点点5

本数据点有縱縰縰个变量，縱縰縰个式子，同余方程模数相同但不是质数。

縸



把模数分解成质因子，对每个质因子模数分别进行高斯消元试验，可以发现存在一组解

满足所有的方程。用中国剩余定理合并答案即可。

期望得分： 縱縰分

数数数据据据点点点6

本数据点有縵縰个变量，縵縰个式子，无其他性质。

把模数分解成质因子，对每个质因子模数分别进行高斯消元试验，可以发现存在一组解

满足所有的方程。用中国剩余定理合并答案。需要高精度。

期望得分： 縱縰分

数数数据据据点点点7

本数据点有縵縰个变量，縲縰縰个式子，模数相同且不大。 其中一个式子重复了縵縰遍，剩

下縱縵縰个式子都是繜某变量等于某值縢的最简单形式， 每个变量恰好出现在縳个式子中。

显然我们应该满足那个重复了縵縰遍的繜繖繉繐式子縢，并且尽量用剩余縱縵縰个式子中的取值。

于是我们用dp繛i繝繛s繝表示当前到了第i个变量， 繖繉繐式子当前的值是s时是否可行。 转移枚举

第i縫 縱个变量的縳个取值即可。

经试验发现，所有的变量都使用给定的三个值之一就能满足繖繉繐式子，因此这个解必然最

优。

期望得分： 縱縰分

数数数据据据点点点8

本数据点有縵縰个变量，縵縰个式子，无其他性质。

我们如果照搬数据点縶的做法，就会发现，此时高斯消元找不到合法解。 于是，一个很自

然的想法就是，一旦发现一个式子无法满足，就把它删掉，从头再做一次。

为了充分利用提交答案的性质，我们还可以加入一些随机化成分，比如在高斯消元之前

随机打乱式子的顺序，这样就能找到不同的无法满足的式子来进行删除试验， 多次试验取最

优解，能取得很好的效果。

事实上，这个数据点只有縱～縲个式子是无法满足的（视第一次删除的式子而定，如果删

的好就只需要删一个，删的不好就要删两个）。 加上随机化后，只要跑几次 就能跑出满

足縴縹个式子的最优解了。

期望得分： 縱縰分

数数数据据据点点点9

本数据点只有一个变量，有縱縰縰个式子，模数相同。

这个数据点是送分点，显然统计一下数据中哪个数出现次数最多就可以了。

期望得分： 縱縰分

数数数据据据点点点10

本数据点有縵縰个变量，縹縰个式子，无其他性质。

縹



这个点如果直接分解质因数縫高斯消元，也是找不到解的，而且有大量无法同时满足的方

程组。 我们用数据点縸的随机化做法来跑，反复执行取最优解。

经实际试验，这个算法几乎总是能找到縲縴以上的解，从而得到縵分。 如果花更多时间来

跑，可能可以得到更多的分数。 我目前得到的最好的解是縳縰縮

期望得分： 縵～縱縰分
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